Integral Lipat

Pertemuan Minggu ke-12

Egi Safitri, S.Mat., M.Si

Institut Informatika dan Bisnis Darmajaya



e —
INTEGRAL LIPAT

» Integral Berulang

Kita dapat menginterprestasikan integral lipat dua
sebagai volume V dari benda padat dibawah permukaan

(persegi panjang).

V:”f(x,y)dA

Cara lain:

mengiris benda padat tersebut menjadi lempengan-
lempengan tipis sejajar dengan bidang xz.



Sesuai dengan gambar di bawah ini maka:
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Irisan oleh bidang y = konstanta Volume lempengan = A(y) Ay

(a) ()

Luas muka lempengan ini bergantung seberapa jauh
lempengan tersebut dari bidang xz yaitu bergantung dari
y, luas A (y) dimana:

Aly)= T f (%, y)dx




Volume AV dari lempengan tersebut dapat dihampiri dengan

AV = Ay )Ay

maka:

Vzi Aly)dy =V = ﬁfxydxdy

d b
Vv =mf(x, y)|dA=” f (x, y)dxdy
Cat: ApatF:ila kita memulaiC;roses diatas dengan mengiris benda

padat tersebut dengan menggunakan bidang-bidang yang
sejajar dengan bidang yz (urutan yang berlawanan)



Maka persamaannya:

V:mf(x,y){dA T

f (x, y)dydx

O'-_'Q.

Contoh:




Hasil yang sama apabila kita tukarkan:
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2. Tentukan Volume suatu benda padat dibawah permukaan
z=4—-x*—-y dan diatas persegi panjang

R={(x,y)0<x<10<y<2}



» Integral Lipat dua atas daerah bukan persegi panjang
Untuk menyelesaikan batas-batas

z = fx, ¥

yang melengkung kita menggunakan
el __ himpunan sederhana x dan himpun-
o * an sederhana y.




Grafik himpunan sederhana x dan himpunany :

X:l//l(Y) _
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Himp. Sederhana x Himp. Sederhanay
Dimana:
Himpunan sederhanax: S= {(X y); wl(y)ﬁ X< wz(y cIy< d}
Himpunan sederhanay: S={xy).4(x)<y<g(x)a<x<b}




Kita melingkupi S di dalam sebuah persegipanjang R dan
membuat f (X, y): 0 diluar S. Maka untuk himpunan
sederhanax:

dy,

V:”f(x,y)dAzﬂf X, y Jdxdy

Cyy

Untuk himpunan sederhanay adalah:

b ¢,

V :” f(x, y)dA:” f (x, y)dydx




Contoh soal:
1. Hitunglah integral berulang ijyededy
Peny:
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2. Gunakan integral lipat dua untuk menetukan volume dari
tetrahedron yang dibatasi oleh bidang-bidang koordinat dan
bidang 3X+6y+4z-12=0
Peny:

Perpotongan sumbux — . x=4
Perpotongan sumbuy —— y=2

Perpotongan sumbuz —— z=3

3 Daerah segitiga bidang xy
membentuk alas tetrahedron di
lambangkan dengan S. Kita akan

2 mencari volume dibawah permu-
kaan :



Dari pers: 3X+6y+4z-12=0

47 =12-3Xx—-0Yy
3
Z= 2(4— X— ZY) dan diatas daerah S

Memotong bidang xy pada :

3x+6y =12= 6y =12-3x = y=2—§

= 3X=12-6y => x=4-2y

S dapat dipandang sebagai :

Himpunan sederhana x : S =X, Y);O <X<4-2y,0<y<?2

Himpunan sederhanay: S = (X, y);() <y<40<y< 2_5

2



Jadi Volume dari benda padat adalah:
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» Integral Lipat Dua dalam Koordinat Kutub

Kurva-kurva tertentu pada suatu bidang seperti lingkaran,
kardioid, dan mawar lebih mudah dihitung dengan
menggunakan koordinat kutub.

Maka volume V benda padat di

0=p
’ bawah permukaan ini dandi atas R
. dinyatakan:
0 Sumbu kutub V — J‘J‘ f (X’ y)dA
R

Dalam koordinat kutub, persegi panjang kutub R

R={(r,0)a<r<b;a<é<p}



dimanaa2>0 danB-a<2n

z=f(x,y)= f(rcosé,rsing)
= f(r,0)

Maka volume V dalam koordinat kutub:

V= _[f(x, y)dA:”f(rcosé?,rsin 6)rdrd@

R R




Contoh soal:

Tentukan volume V dari benda padat diatas persegipanjang
kutub:

R={(r,0):1<r<30<0< /4

X% +y?

dan dibawah permukaan Z=¢€
Peny:

. 2 2 2
Dik.: X +Y =1 maka

7 =g maka
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» Integral Kutub Himpunan Umum S

Untuk integral kutub kita kenal himpunan sederhana r dan
himpunan sederhana © .

/ r= 0,0

Y

Himpunan sederhana-» Himpunan sederhana-0



Maka:

S={(r.0):4(0)<r<¢,(0)a<0<p|

S={(r,0):a<r<b;y,(r)<0<y,(r)

Contoh soal:

Hitunglah ” ydA dimana S adalah daerah di kuadran
pertama R yang berada di luar lingkaran r =2 serta di
dalam kardioid I = 2(1+cos8)

Peny:




Berdasarkan gambar di bawah ini maka:

0=1 S adalah himpunan sederhana r
r=2(1 + cos 6)
R y=rsiné
0=0—>r/2

r=2—r=2(1+cosd)

712 2(1+cos@)

HydA: j jrsin érdrdo
2

S 0

.y r3 2(1+cos6)
= {—sin 9} do
3
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