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Determinan Matriks
dengan Ekspansi Kofaktor

Tujuan pembelajaran:
a) Mahasiswa mampu menghitung determinan menggunakan

ekspansi kofaktor dan menyelesaiakn SPL

b) Mahasiswa mampu menyelesaikan masalah yang berkaitan
dengan determinan matriks

h,



Ekspansi Kofaktor

Salah satu cara untuk menentukan
determinan dari matriks persegi/bujur
sangkar berordon x n




Determinan Menggunakan
Ekspansi Kofaktor

a11 a12 aln
Jika - | *# 7 *ladalah suatu matriks persegi berordo n x n maka
an1 anZ ann

i.  Minor dari elemen/entri a;; atau minor—ij ( M;;) yaitu
determinan matriks yang diperoleh setelah
menghilangkan baris ke—i dan kolom ke—j matriks A.

li. Kofaktor dari elemen/entri a;; atau kofaktor —ij (C;;)
yaltu (—1)l+1 Ml]




Contoh 1

a1 Aq12 Qg3
a1 Qzz Azz| maka tentukan Cy; dan Cs,
az1 dzz dadszs

Diberikan matriks persegi A =

Penyelesaian
Untuk menentukan C,; artinya mencari kofactor dari a,

(1) Grr—or3
Zt1 Az QA3
1 Az Aas3

Ambil elemen agg, hilangkan baris ke -Idan kolom ke-I

: : __|422 Q23
Minor dari elemen a,; adalah M;; = |a32 a33|

. a a
Kofaktor dari a;; adalah C;; = (=D My; = (—1)2My,= M= | - 23|

Az Q33
= ay,(az3) — azz(az3) = azas3 — az,a;3



Lanjutan

Untuk menentukan C3, artinya mencari kofaktor dari a;,

a1 atz a3
azq az3

Qs (@3) —Gss

Ambil elemen agg, hilangkan baris ke -Idan kolom ke-I

: , _ |11 Qa3
Minor dari elemen a3, adalah M3, = |a21 a23|
KOfaktOF da“ a3o adalah C32 = (—1)3+2 M32 = (—1)5M32: —M32 =

B |a11 a3

= —l|a a —a a = —aq10,3 + ar1a
arq a23| [ 11( 23) 21( 13)] 11%23 21%13



Determinan Menggunakan Ekspansi

4
Kofaktor 8, a, .. a4, /
/

i : . a a e d
Secara umum, misalkan sebuah matriks persegia= | ™ 7 ’

_anl a'n2 a

maka cara menghitung determinan matriks A dengan ekspansi kofaktor

adalah sebagai berikut,
Menghitung det (A) dengan ekspansi kofaktor sepanjang baris ke—k :
n

det(A) = ax1Cx1 + ag2Crz + -+ + ApnCn = Z Ay jCrj
j=1
Menghitung det (A) dengan ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke—I :
n

det(4d) = ay; Cyy + az Gy + -+ ay Cy = Z a; Cy
im1



Catatan

Agar perhitungannya lebih mudah sebaiknya determinan

diekspansikan ke baris atau ke kolom yang memuat elemen-
elemen bilangan nol sebanyak-banyaknya.




4 5 -1

Contoh 2 F 2 3

Diberikan matriks A=(-2 0 1} . Tentukan determinan A melalui

a. Ekspansi baris kedua

b. Ekpansi kolom pertama
Penyelesaian

Matriks A berordo 3 X 3 (n = 3)

a. Determinan A melalui ekspansi baris kedua (k = 2)
3

det(4) = z azjC7j = az1031 + a0, + ay3C;3
=1

‘4 _31‘ + (1)(_1)2+3 ‘1

= (-2)(-1)* [2)(-1) = 5)(3)] + 0 + 1(-1)>[(1(5) — 4(2)]

= (=2)(=D)[-2 - 15] + 1(-D)[5 - 8]
=2(=17) + (-1)(=3) = =34+ 3 = -31

SO IC A EYOTCE e i



Contoh 2

b. Determinan A melalui ekspansi kolom pertama (I = 1)
3

det(4) = z a;1Ci1 = a11C11 + az1031 + a31C54

=1
=WEDTE |+ EaED [ @enT T

= (MEDL?OD = GYD] + (=2)(-1)*[2(-1) = 5(3)]
+4(=1D*[(2(1) = 0(3)]

= (DWI[0 - 5]+ (=2)(-D[-2 - 15] + 4(D[2 - 0]

= —5+2(—17) +8 =3+ (-34) = —-31

Catatan: Mencari determinan matriks menggunkan kofaktor sepanjang baris
maupun sepanjang kolom manapun akan menghasilkan determinan yang
sama. Seperti contoh 2 dengan melakukan ekspansi kofaktor sepanjang baris
2 dan kolom 1 menghasilkan determinanmatriks A adalah -31



inor

Definisi minor adalah determinan submatriks persegi setelah salah satu baris dan kolomnya
dihilangkan.

Minor dilambangkan dengan “Mj;” dimana “i” sebagai baris dan “j" sebagai kolom matriks yang
dihilangkan.

Baris dan kolom dihilangkan bukan berarti dibuang, akan tetapi baris dan kolom tersebut hanya tidak
diikutsertakan dalam submatriks yang baru.

Submatriks artinya bagian kecil dari matriks, sedangkan matriks persegi adalah matriks yang
mempunyai jumlah baris sama dengan jumlah kolom atau sebut saja berordo nxn. Misalnya matriks
persegi 3x3 maka submatriksnya berordo 2x2.

Jadi, menghitung minor matriks 3x3 adalah menghitung determinan submatriks 2x2.
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Contoh: M7 = baris ke-1 dan kolom ke-2 dihilangkan

Matriks Submatriks Minor
11 12 413 B My = ilay  (lag
Aswz = |a21 @22 a23|| My = las ¢ as T a3 asg
fl31 (3o {33 .
131 : (133 |.-r||f|g| = ilgqilgg — a3y

Contoh: Mp3 = baris ke-2 dan kolom ke-3 dihilangkan

Matriks Submatriks Minor
211 @12 13 ay1 G193 - Vo — 11 @12
Aswz = |a21 22 093 I N 31 039
;rllfg_-] =
(131 32 Q33
KETR R | Mas| = @11sn — @903




Kofaktor

Dalam kofaktor, elemen minor matriks dapat bernilai positif dan negatif. Kofaktor dilambangkan
dengan “Cijr dan dapat dihitung dengan rumus:

Ci_';l' == '[_ 1}i+ji1'.f!'j'

Kofaktor (Cq1) Kofaktor (Cq72) Kofaktor (Cq3)
Cy = (—1)"+1My, Cia = (—1)"+2 My, Cy = (—1)" My
Ci = (—1*My = My | Cra = (-1 My, Cy = (—1)" My
Cha = (—1)Mya = =Mz | Ciz = Mz




Cara mudah untuk mengetahui nilai kofaktor, yaitu:

Jika i +j = bilangan genap maka kofaktor bernilai positif

Danjikai+)= bilangan ganjil maka kofaktor bernilai negatif

Sebenarnya tanpa menghitung satu persatu kita bisa dengan mudah mengetahui tanda kofaktor matriks.
Caranya cukup tuliskan tanda positif dan negatif secara bergantian di depan lambang minor.

-”'_'_ —-”'_2 -”'_::i
Claug = | —May My  —Moy

_”:j'_ —_”:52 -”:i::i



Ekspansi Baris

Rumus umum determinan ekspansi baris:

A”xul = lr‘I*.EI'!I:‘.EI + ”’EECEE +---t ”"EHCHJ

flmml = fi.gl[—l}H_l .-rll.{“ + l’i.ﬂ[—l}H_E _'1.{,53 + -+ l’i,g”[r—l}'i-l_”.'rlufm

flra}irel — lr*'f.ila'?lu!r.il + “r.ifﬂ-{éi T+t f‘-’r.iraa'rll-lr.ira

Ekspansi baris pertama

|fl_-]x_-.]| = f£||;r||.1r|| — ﬂ,u;fll.lrm —+ fi|_-.};rllf|3

flaa  flaz ftay  flag ftay (lag
|A3.3] = an — (142 + i3
flza 33 flz] 33 flz1 32



Ekspansi baris kedua

fl_-.]x_-.]| = —figprll.lrﬂ =+ figg;ql_lrgj — fig_-iﬂfg_-.]

12 13 iy 13 11 Q12
Aszws| = —an + o3 — a3
T {131 (33 31 (133

Ekspansi baris ketiga

:‘13x3| = fi:-}lﬂur:al - fi_-azf'ur:az T+ fi:a.-aﬂf:a:i

12 13 t11 13
Aala| = - — 3 -+
33| s ass “ a1 a3 o

(211 12
ity (39



Contoh Soal: hitunglah determinan matriks berikut dengan cara ekspansi kofaktor!
[—2 4 —5]
A=11 3 -7
-1 4 —s
Penyelesaian:

Ekspansi Baris Pertama

P I P N P
§ S A
w-af ot ol

|A| = =2[(3x —8)— (—Tx4)] —4[(1x =8) = (=Tx —1)] =5[(1 x4) — (3 x —1)]

|A| = -8 +60—35=17



Satu Elemen Nol

Jika hanya ada satu elemen nol, perhitungan determinan bisa menggunakan rumus ekspansi baris atau
kolom. Dengan syarat gunakanlah baris atau kolom yang berisi elemen nol.

Contoh soal:

Penyelesaian:

Ekspansi baris kedua

| ]2
| |-

1 ;
1

B = — [n N
: _s]
|B|=—n[j :g}m[:f :g}—[—?} {:f ﬂ

|IB| =0+3[(—2x —8) = (=5 x —1)] + 7[(-2x 4) — (4 x —1)]

-5
4 -8

2]
| |

|IB|=33—-28=5



Dua Elemen Nol

Pertama, dua elemen nol dalam baris atau kolom berbeda, cara perhitungan determinan sama dengan
cara satu elemen nol. Jadi, gunakan saja ekspansi baris seperti contoh diatas.

Kedua, dua elemen nol dalam baris yang sama.

Contoh soal:

[—2 4 —5]

C=11 3 -7
lo 4 0]

Penyelesaian:

Ekspansi baris ketiga

|f:“|=[: 4 :ﬂ_
ln J

4 =5 -2 =5 —2 4
|ur:“|_n[3 —7}_4{1 _T}—H] | 3}

W

IC] = 0—4[(-2x =7) — (=5 x 1)] + 0

|C| = —4(14 + 5) = —76



- 9P ==

p

-

Tiga elemen nol

Pertama, tiga elemen nol dalam baris atau kolom berbeda, cara perhitungan determinan sama dengan

cara satu elemen nol.

Kedua, dua elemen nol dalam baris yang sama, gunakan cara dua elemen nol.

Ketiga, tiga elemen nol dalam baris yang sama, maka nilai determinan = 0.

Contoh Soal: hitunglah determinan matriks berikut dengan cara ekspansi kofaktor!
[_2 4 — 5'| Penyelesaian:

p=10 0 0 Ekspansi baris kedua

-1 4 -8 [ ] —:;1
Dl==10 -« |+


http://bit.ly/2Tynxth
http://bit.ly/2TyoMsr
http://bit.ly/2TtBDfr

Ekspansi Kolom

Ekspansi kolom diawali dari setiap elemen baris pertama atau elemen dengan nilaii=1
(a1j) dan arahnya bergerak menurun sepanjang jumlah baris matriks.

Rumus umum determinan ekspansi kolom:
|Apsn| = @1;,C1; + a2;Ca5 + -+ + ,;C,;
[Anxn| = a1y (1) My + ag, (=1 My + -+ @y (—1)" My,
|‘4-n:m| = tlljﬂiﬁj =+ ngj.-ﬂfgj- e ﬂnjlwn}'

Kemudian tiga rumus determinan ekspansi kolom matriks 3x3, yaitu:




Ekspansi kolom pertama

:"‘13:-:3| = ay My — ag Moy + a3 My

ilaa  ilag 12 13 fl1a 13
Aszwa| = an — a9y + @31
32 233 flza 33 flaa a3

Ekspansi kolom kedua

A.'ixlil = —iya Mg + a2 Moy — @32 Mss

oy flag 11 i3
Azwz| = —a19 + 22 -
31 33 31 133

5 i1 13
LS I {5

Ekspansi kolom ketiga

Asys| = a13My3 — ag3Maz + a33Myy

@21 032 a3 a1y
Asxs| = a3 — a3 + a3
@31 032 31 133 Q21 (22




Contoh Soal: hitunglah determinan matriks berikut dengan cara ekspansi kofaktor!
[—2 4 —5]
A=11 3 =7
-1 4 —sg]
Penyelesalan:
Ekspansi kolom pertama

Al =1 : 3 =7 =11 - b+ b 3 7
' 4 -8 o4 -8 -1 .-

=2y Tl Sl eenfs 3

|4 = =2[(3x —8) — (—=Tx4)] —1[{4x —8) — (=5 x4)] —1[{4 x —=7)— (=5 x 3]

Al =—8+12+13=17




Satu Elemen Nol

Jika hanya ada satu elemen nol, bisa menggunakan rumus ekspansi baris atau kolom.

Contoh soal:

Pen}'e]esaian:

Ekspansi kolom ketiga

[ - o[ ]
IE| = —5[(1 x4) — (3 x —1)] + 7[(-2x 4) — (4 x —1)] +0

|E| = —35— 28 = —63



Dua elemen nol

Pertama, dua elemen nol dalam dua baris atau kolom berbeda, cara perhitungan determinan sama
dengan cara satu elemen nol. Jadi, gunakan saja ekspansi baris atau kolom seperti contoh diatas.

Kedua, dua elemen nol dalam kolom yang sama.

Contoh soal:

14 -8
Penyelesaian:
Ekspansi Kolom Kedua [ -0 —‘ [_g — 5-‘ [_g S 5-‘
|Fl=—11 : =%|+ |- 0 |- -
[—1 | —BJ [—1 ' —BJ [ 1 1 {J

1 -7 —2 -5 —2 -5
|F|:_”[—1 —3}“}[—1 —8}_4[1 —?}
[F| = 040 —4[(=2 x =7) — (=5 x 1)]

|F| = —4(14 — (=5)) = =76



Tiga elemen nol

Caranya hampir sama dengan tiga elemen nol yang dibahas sebelumnya.

Pertama, tiga elemen nol dalam tiga baris atau kolom berbeda, maka hitung dengan cara satu elemen
nol.

Kedua, dari tiga elemen nol, dua diantaranya dalam kolom yang sama. Maka, caranya seperti dua
elemen nol.

Ketiga, jika tiga elemen nol dalam satu kolom, maka nilai determinan = 0.
Contoh Soal: hitunglah determinan matriks berikut dengan cara ekspansi kofaktor!
[[] 4 —5]
G=10 3 =7

0 4 —s8]



Penyelesaian:

Ekspansi kolom pertama

Gl =

|r:?|=n+[3

G| =0

1
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