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J Topik: Analisis Fungsi Real
Subtopik:
 Daerah Asal
* Fungsi dan Grafik
* Fungsi Genap dan Ganjil
* Fungsi Trigonometri
* Menggambar Fungsi dengan Teknik Pergeseran
* Fungsi Komposisi
 Daerah Asal dan Daerah Nilai Fungsi Komposisi
J Latihan Soal
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BERDAMPAK @ Ca pa ia n

Mahir menentukan domain dan range, menggambar grafik fungsi
linier serta kuadrat menggunakan  teknik  pergeseran,
mengidentifikasi fungsi genap/ganjil, dan menguasai operasi
komposisi dua fungsi atau lebih untuk menyelesaikan persoalan
kalkulus.
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5 Fungsi Trigonometri (1)

H Ukuran Sudut dan Radian

: oad) =2 |
A x = Panjang busur yang diapit " 3600/
4 r = jari-jari / + 3607

1 putaran = 360° = 2mt rad X T80°
1 _ o _ derajat
> putaran = 180° = 1t rad J E
180°
n
“putaran | Derajat | _Radian _
1
> putaran
60°
5
-1 rad
6
z utaran
g P
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&5 scnanra S Fungsi Trigonometri (2)

J Perbandingan Trigonometri

Perbandingan Trigonometri

. 1. Sinus (sin) 1
&\<\0® S 2. Kosinus (cos) coseca ==
¢\ o 3. Tangen (tag)
© =
. Z 4. Kotangen (cotan) SeC A= s a
5. Sekan (sec)
x (samping) 6. Kosekan (cosec) cotana = ——
sin a
tan o= cos
. depan mirin r
singg = —— =2 cosec o = 5" cos
miring r depan y cotan a = .
samping X miring T
=—= = seca = = = in2 200 =
cos a miring " samping _ x sin“a + cos“a =1
2 _ 2
depan sampin X tan“a + 1 = sec“a
tang = —— = 2 cotan o = =228 = Z
samping  x depan y

cotan’a + 1 = cosec?«a
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d Soal (1) — Perbandingan trigonometri

Diketahui sin a = T3 dengan a sudut lancip. Tentukan nilai perbandingan trigonometri lainnya:

1) Dengan menggambar segitiga siku siku bantuan
2) Dengan rumus perbandingan trigonometri

2 _ .2 2
ré=x
N Ty
5 x =+r2 —y2=14132 — 52 =144 = 12
a
1) sina=— 2)  coseca=—
13 5
— 12 secq = —
cosa = — e
tana:i CO’[&':\I‘]GZ2
12 5
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C C
i
B
sin30=% cosec30=%=2 i cosec 45 = 2= =42
V3 _ 2 V2
cos30=7 sec 30 73 sec45=T=\/§
tan 30 = — t 30—§—\/§ tan45=1=1 cotan45=-=1
75 cotan30=-"-= " T
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cosec 60 =

sec 60 = 1
2

cotan 60 =

V3

@l
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Fungsi Trigonometri (5)

d Perbandingan Trigonometri Sudut Istimewa

sina 0
cosa 1
tana 0

cotan«a TD

seca 1

coseca TD

1
2

23

1
=2
5V2
1
2

V2

1

1

V2
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1
= 1
2\/5

1

- 0
2

V3 TD
1
= 0
3\/§

2 TD
2

- 1
3\/§
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Fungsi Trigonometri (6)

d Soal (2) — Perbandingan trigonometri sudut istimewa

Diketahui segitiga ABC, siku-siku di C. Jika diketahui panjang AB = 6 cm dan sudut BAC = 30°. Tentukan:

1) Panjang AC
2) Panjang BC

Pertemuan 2

1)

Panjang AC

AC
cos 30 = -

A
6

S

2)

Panjang BC
sin 30 = =

6
1 BC
2 6

BC=9=3cm
2
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Berapa nilai x?




(D) & vz &> Fungsi Trigonometri (7)

J Perbandingan Trigonometri Sudut Berelasi
90° "
+y

KUADRAN II KUADRAN |
90° < 8 < 180° 0°< 8 <90°

6
180° f \ B
X Q_/‘ 360°

KUADRAN Il KUADRAN IV
180° < @ < 270° 270° < 0 < 360°

270"
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.ﬂy
'y /
x =y
y' =x
, r'=r
4
_x
!/ /
r . y X r r
sino =2 cosec o = — sin(90—a) == ===cos a cosec (90-a) =—==-=seca
r y r r Y x
cosa =2 seca =— 90 S . L
- = cos ( —a)-;-;—sma sec(go_a)zgz;zcoseca
Yy X
tana == no == " ox
. cotan a y tan(go_a)zy_z—zcotano( ’

x' oy cotan(90—a)=%=%=tana
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$%6  Fungsi Trigonometri (9)

d Perbandingan Trigonometri Sudut Berelasi Kuadran Il

'y

. y r
sina == coseco = —
r y
x r
cosa = -— seco = -
r x
Yy X
tana == cotana ==
X y

Pertemuan 2

ny
4
rl
y, 90° + a
£ r
y
] a X
x 0 X !
y _x
sin(90+a) == ===cos a
T r
x' -y .
cos(90+a) == =—= —sin«
r r
y' _ x
tan (90 + a) = = = —cotan a

x’_—_y
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!

x'=-y
y =x
r'=r
r r
cosec(90+a)=—,=;=seca
r! r
sec(90+a) = - =— = —cosec«
x' -y
x' -y
cotan (90 + a) = il —tan a



'y

sina =2 cosec o = —
T
X r
coso = - seco = —
r X
_y
tana == cotan o = =

Pertemuan 2

!

sin (180_a)=%=%=sina

!

cos(180—oz)=%=_7"= _cos a
tan(180—a)=%=_lx= _tan «
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x'=—x
y' =y
r'=r
r' r
cosec (180—a) =— = S = cosec a
!/
sec (180 - a) =r_, — T — _seca
X —-X
’ —
cotan (180 —a) = % — 7" — _cotan «



$%0  Fungsi Trigonometri (11)

AY
x''=—x
“y ,_
y ==y
r r'=r
180°|+ y
) X
xS X !
[
y f
r
. y T
sino == coseca = —
T y y' -y r! T
X - sin(180+a)===—= —sina cosec (180 + a) = 7 = — = — coseca
cosa=- seca = - r r Y
r X
x' —x r! r
y x cos(180+a)===—=—cosa sec(180+a)=—=—=—seca
tana == cotana == r T x! T —x
x y
y _ -y X' —x
tan (180 +a) = = = — =tana cotan (180 + ) = 77 = — = cotan «
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AY

sina=X
T
X
cosa = -
T
tana=z
X

Pertemuan 2

r
coseca = —
y

T
seca = —
X

X
cotana = —
y

T
-
270°|- a y
y @) X
- >
y ,
r
FN
. y' -
sin (270-a) == =—= —cos a
T T
’ —
cos(270-a)=%=7y= —sina

!

tan (270 - a) = % = _—;C} = cotan o
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$%0  Fungsi Trigonometri (12)

d Perbandingan Trigonometri Sudut Berelasi Kuadran lIli

X ==y
y'=—x
r'=r
r! T
cosec(270—a)=7=_—x=—seca

!

T r
sec (270-a) = Pl —cosec o

!

cotan (270-a) == = = =tan a
y X

14



$%0  Fungsi Trigonometri (13)

AY
x' =
270° + a S
X y ==X
Q ’ r'=r
. y r
sina == coseca = — ,
r y / T r
H —X = e— = — = —
X r SiN (270 + CI) = y—, = — = —Ccosa cosec (270 + a) y! —x seca
cosa = — seco = — r r
r X
270 X _Y sec (270 + a) " T = cose
cos +o)===2==5j =—===-= ca
tana = - cotana = d ( a) r! r sin « x! y
X y
/ !/
tan(270+a)=%=7= _cotana  cotan (270+a)=7=_lx= —tan a
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: : BERDAMPAK .. FungSi Trigonometri (14)

AY

. y r
sino == cosec o = — ,
r y / r r
. ) sin(360-a) =% = = —sina cosec(360-a)—7—_—y=—coseca
cosa == seco = - o
r x
x! sec(360-a)—r—’—£—seca
tna=2  cotana=2 cos (360-a) =5 =7 = cos T
X
y _ -y X' _ x
tan(360-a)=7=—=—tana COtan(360-a)=?=_—y=—cotan(x
X
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) & s %o Fungsi Trigonometri (15)

d Soal (3) — Perbandingan trigonometri sudut berelasi
Tentukan nilai dari perbandingan trigonometri berikut: tan 240°, sin 315°, cos 180°, cosecz TT, cotan% T, secgn

1) Sudut 240° berada pada kuadran Ill

4) cosec> 17 diubah ke derajat
tan (270 — a) = cotan a 4

5 180
tan (270 — 30) = cotan 30 = /3 cosec(;m.— ) = cosec 225
2) Sudut 315° berada pada kuadran IV cosec (180 + 45) = cosec 45 = —/2
sin (360 —a) = — sin a 5) cotangn diubah kederajat

sin (360 — 45) = - sin 45 =%«/§

cotan(gn. %) = —sin 240
3) Sudut 180° berada pada kuadran I cotan (180 + 60) = cotan 60 = /3
cos (180 —a) =-cosa 3

cos (180-0)=-cos0=-1 6) sec%n diubah kederajat
sec(g TT. %0) = sec 270
sec (180 +90)=sec90=TD
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) & e $®e  Fungsi Trigonometri (16)

d Soal (4) — Perbandingan trigonometri sudut berelasi kurang/ lebih
dari 360

e . . o 5 4 3
Tentukan nilai dari perbandingan trigonometri berikut: cotan(-45°), cos(-120°), cosec(810°), cosec, T, cotang T, sec; T

1) cotan(-45°) 4) cosec> 1 diubah ke derajat
= COtan(-45 + 360) 4 5 180
- cotan 315 cosec(zn 'T) = cosec 225
= cotan (360 — 45) cosec (180 + 45) = cosec 45 = —/2
=cotan45=-1 5) cotangn diubah kederajat
2) cos(-120°) 4 180 .
- cos(-120 + 360) cotan(gn.T) = —sin 240 1
= cos(240) cotan (180 + 60) = cotan 60 = 5\/§
= cos(180 + 610) 6) sec> 1 diubah kederajat
2
=cos 60 =—- 3 180
2 sec(E T. T) = sec 270

3) Sudut 180° berada pada kuadran Il
cos (180 —a) =-cos a
cos (180—-0)=-cos0=-1

sec (180 +90)=sec90=TD
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5 Fungsi Trigonometri (17)

J Identitas Trigonometri Dasar
NO.|  IDENTITASTRIGONOMETRI | JENIS
1 1

. coseca =—— o sina =
sina

+ Cara membuktikan identitas trigonometri: mengubah salah satu ruas yang lebih kompleks (biasanya
coseca ruas kir) menjadi ruas lainnya yang lebih sederhana (biasanya ruas kanan)

Identitas Kebalikan | + (ara mengubah salah satu ruas tersebut adalah dengan menggunakan identitas trigonometri dasar
dan/atau rumus-rumus aljabar

2. seca=——ecCoSQA =
cosa seca

1
3. cotana = —— o tana =
tan a

cotan a
Sin a
L ey A m /'rlps MEMBUKTIKAN IDENTITAS TRIGUNOMETRI\
t | cotang =59 g . (a4 b)*=a*+2ab+b v Me‘hgubah bentuk tan, cotan, sec, dan cosec
sina 2. (a—h)*=a?—2ab+b? menjadi bentuk yang mengandung sin dan cos
B. sinfa+costa=1 3 a?—b%*=(a+b)(a—bh) v" Menyamakan penyebut
7. tan*a+1=sec’a Identitas Pythagoras 4 a®+b3=(a+b)(a®—ab+b?) i Memfaktorkan
8. cotan®’a + 1= cosec’q 5. a®—b*=(a—b)(a%+ab + b?) Wy Mekgplilandengan sexman — /

* Soal (5) : Buktikan (sina + cos @)? — 2sinacosa = 1
Pembuktian: (sin a + cos a)? — 2sinacosa = 1
sin®a +_2 sin-eeoso+ cos’a — 2sinaeosa= 1

sin?a + cos?a = 1 — terbukti sesuai dengan identitas trigonometri no 6
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s Fungsi Trigonometri (18)

J Menggambar Fungsi dengan Lingkaran Satuan, y = sin x
. Buatlah grafik fungsi f(x) = sin x, untuk 0° £ x £ 360°
Cara:

1) Membuat tabel
x | 0° [30° |45° |60° |90° (120°(135°|150°(180°|210°|225°|240°(270°|300° [315°|330° [360°

y [0 |1 [382(38 -{1-363 -1 -6 -3 |0
2) Membuat bidang koordinat

~ -
frey |
-
|
-

o

)

~il-

* Nilaimax:1
* Nilaimin:-1
* Amplitudo: 1
* Periode : 360°

D= {x] 0°<x<360° x € R}
Ri={yl-1<x<1,yeR}
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5 Fungsi Trigonometri (19)

d Menggambar Fungsi dengan Lingkaran Satuan, y = cos x

. Buatlah grafik fungsi f(x) = cos x, untuk 0° < x £360°
Cara:
1) Membuat tabel
x | 0° | 30° |45° |60° |90° [{120°(135°|150°(180°|210°(225°|240° (270°|300° {315°|330°|360°
y [V 3B 10 [~ oG B [0 | 3[R
2) Membuat bidang koordinat

* Nilaimax:1
* Nilaimin:-1
* Amplitudo: 1
* Periode : 360°

3‘;0 x(")

D= {x] 0°<x<360° x € R}
Ri={yl-1<x<1,yeR}
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- S Fungsi Trigonometri (20)

g 9 BERDAMPAK ™N—C3

J Menggambar Fungsi dengan Lingkaran Satuan, y = tan x
. Buatlah grafik fungsi f(x) = tan x, untuk 0° £ x < 360°

Cara:

1) Membuat tabel
0° 1 30° 45° 60° 90° 120° 135°/150° 180° 210° 225°240° 270° 300°|315° 330° 360°

y 0 45 1 5 T -0 -1 450 4G | B T -F -l -} 0

2) Membuat bidang koordinat

| — * Nilaimax : oo
* Nilai min : -0
* Amplitudo : oo
* Periode : 180°

X

D= {x] 0°< x <£360°, x#90, x £ 270, x € R}
Re={y| y € R}
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(#) =i §8  Fungsi Trigonometri (21)

J Transformasi Grafik Fungsi Trigonometri Dasar

BENTUK UMUM
y=AsinB(x+C)+D

y=AcosB(x+C)+D
y=AtanB(x+C)+ D

Jenis Transformasi:

1) Peregangan vertical dan pencerminan terhadap sumbu x (A)
2) Peregangan horizontal (B)

3) Pergeseran horizontal (C)

4) Pergeseran vertikal (D)
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5 Fungsi Trigonometri (22)

(J Peregangan Vertikal dan Pencerminan terhaap sumbu x (A)

2 y =2sinx .
; T ﬁﬁ

Nilai maksimum

b Nilai minimum -1 -2 —%
7 Amplitudo 1 2 %
Periode 360° 360° 360°

Kalkulus | TIF21449
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) & e $®e  Fungsi Trigonometri (23)

- B
i
1 1 ' ug=tnps ! _ s T
1 y = sinx y Y
y|=sinzix (‘-" l‘\_,"
1 ¥ o -
> - e — 7 ARRRRNER WARRBARAE Nilai maksimum 1 1 1y
v = sin[2x
() Nilai minimum -1 — il =il
0 30 60 9 120 150 1 -
. Amplitudo 1 1 1 i
2 Periode 360° 180° 720°
-1
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B =

T BERDAMPAK

y =sinx

" Fungsi Trigonometri (24)

..

yi= srin(x - 300)

Nilai maksimum

Pertemuan 2

| »  Nilai minimum -1 -1 -1
0 0 60 g0 12 150 18 21 240 270 00 330 3 x(°)
1 y = sin(x + 60°) Amplitudo 1 1 1
L | ' Periode 360° 360° 360°
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Fungsi Trigonometri (25)

e y=sinx+1

x(°)

y = sinx

" D
y=sinx—2 / V\
; : 31 N l\' ’’’’’ \n
Nilai maksimum 1 2 -1
Nilai minimum -1 0 -3
Amplitudo 1 1 1
Periode 360° 360° 360°
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) & s $%0  Fungsi Trigonometri (26)
1 Soal (5)

Gambarlah grafik dariy = sin2x + 1, untuk 0° £ x £ 360°. Kemudian tentukan nilai maksimum, nilai minimum,

amplitudo dan periodenya ? Petunjuk urutan prioritas:y=AsinB (x+C) +D

BA«D 3 2 1 4
y =sin(2x +

Langkah 1: Buat grafik y = sin x (warna merah)

y=sin2x+1
Langkah 2: Pada soal hanya ada nilai B
(prioritas 2), yaitu 2. Artinya grafik y = sin x
akan merapat menjadi % dari amplitudo
awal (awal 360° menjadi 180°) yaitu menjadi STt | Fidiin
y = sin 2x (warna biru putus) y

Langkah 3: Pada soal hanya ada nilai D /
(prioritas 4), yaitu 1. Artinya grafik y = sin 2x
akan bergeser keatas (vertikal) sejauh 1
satuan dari titik awal dan menjadiy = sin 2x
+1 (warna biru penuh)

30
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